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Chuong 3

Bién ngau nhién v Ham phan

phbi

3.1 Bién ngau nhién

Dinh nghia 3.1.1. Cho Q la khong gian mau ctia mot phép thit ngau nhién.
Mot bién ngau nhién 1a mot ham X : © — R sao cho véi mdi khoang I C R,

tap {w € Q: X(w) € I} 1a mot bién cb trong €.

Trong mot phép phit cu thé, mot bién ngdu nhieén c6 thé 1a mot ham gan
mdi s6 thue X (w) cho mot két cuc w € Q. Véi mot phép thwe ngdu nhién, ¢

the c6 nhiéu bién ngau nhieén.

Dinh nghia 3.1.2. Tap {zr € R : 2 = X (w),w € 2} dugc goi 1a khong gian

clia bién ngau nhién X. Ky hieu la Ry.

Néu Ry 1a mot tap khong qua dém duge thi X dude goi 1a bién ngau nhién

rdi rac. Néu Ry 1 mot tap khong dém duoge thi X dude goi 1a bién ngau nhién
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lién tuc.

Vi du 3.1.3. Trong phép thit tung mot dong tien. Xét anh xa X : Q =
{S,N} — R v6i phép gan X(S) =1 va X(N) = 0. Khi d6, X 1a mot bién

ngau nhién véi Rx = {0,1}.

Dé don gian, véi z,a,b € R, ta qui u6c {X =z} :={w € Q: X(w) =z},
va{a< X <b}={we:a< X(w) <b}.

3.2 Ham phan phodi ctia bién ngiu nhién roi
rac

Dinh nghia 3.2.1. Cho Ry la khong gian ctia bién ngau nhién roi rac X.
Ham s6 f: R — R xac dinh béi

P(X ==x) , néuz€ Ry

0 , néu r ¢ Rx.
duge goi 1a ham mat do xac suat (pdf) cia X.

Vi du 3.2.2. Mot hop dung 5 qua bong mau, trong dé cé 2 qua den va 3 qua
trang. Cac qua bong duge rat lien tiép khong hoan lai cho dén khi rat dugc
qua béng den cudi cing. Goi X 13 s6 qua béng dudge rit ra. Tim ham mat do

xac suat cua X.

Gidi. Goi D va T tuong ting 1 cic bién c6 rit duge bi den va trang trong moi

lan rat. Khi d6 khong gian mau ctia phép thit duge mo ta nhu hinh sau



Do do

Q = {DD, DTD, DTTD, DTTTD,TDD, TDTD,TDTTD,TTDD,TTDTD, TTTDD}.

Tu do6 suy ra Ry = {2,3,4,5}, va ham mat do xac suat cia X xéac dinh bdi:

2 1 1
f(2):P(X:2):§§:11_0,3 o
f(3):P(X::s):gg?zg.lz%:E7
fA) =P(X =4) = .gg.g?_ll_osll
fB)=P(X =5)=4-2- o000 =15

Hay

néu r € Rx

0 néu z ¢ Ry.



Ham mat do xéc suat clia mot bién ngau nhién cé thé dic trung hoan toan
cho bién ngau nhién d6. Sau day 1a mot s6 tinh chat co ban ctia ham mat do

x4c suat clia bién ngau nhién 1oi rac.

Dinh 1i 3.2.3. Cho X la bién ngau nhién roi rac c6 khong gian Rx va ham

mat do xdc suat f(x). Khi dé
(i) f(x) >0, Vo € Rx;

(i) > flz)=1
TERX
Dinh 1i 3.2.4. Cho X la bién ngau nhién roi rac c6 khong gian Rx va ham
mat do xdc suat f(x). Khi dé, vdi a,b € R, a <D,

Pa<X<b= >  fl)

{z€Rx :a<z<b}
Dinh nghia 3.2.5. Ham phan phoi tich liy (cdf) ctia bién ngau nhien roi rac
X 1a ham s6 F(z) xac dinh bdi

F(z) =P(X < 2), r e R.

Ham phan phéi tich lily ¢6 thé goi ngdn gon la ham phan phéi.
Tit Dinh 1y [3.2.4] ta nhan dugce cong thiic xéc dinh ham phan phdi ctia bién
ngau nhién roi rac néu biét ham mat do xac suat thé hién trong dinh 1y sau

day.

Dinh 1i 3.2.6. Cho X la bién ngau nhién roi rac cé khong gian Rx va ham

mat do xdc suat f(x). Khi do

F)= S f.

{teRx:t<z}



Vi du 3.2.7. Cho X ¢6 Ry = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11,12} va ham mat do
xac suat c¢6 dang sau
k(Zx - 1), r € Ry

flz) =
0

, ngoal ra.

Tim k& vad ham phan phoi F(z).

1
Chitng minh. Tu (ii) cia Dinh 1§ [3.2.3suy ra k = T Ap dung Dinh 1y [3.2.6

ta nhan dugc ham phan phdi cia X 1a

4 (
0 néu z < 1 0 néuz < 1
2 1 .

f(l) HGU1<$<2 % néu1<x<2

f()+ f(2) néu2<xr<3 — néu2<x<3
F(x) = ) = 134

)+ f2)+f(3) néud<z<4 T néfuld <zr<4

12 )

zjlf(J) neu z = 12. 1 néu z > 12.

\J]= \

[]

Ham phan phdi ctia mot bién ngau nhién roi rac 6 mot s6 tinh chat co ban

sau day.

Dinh 1i 3.2.8. Cho bién ngau nhién r9i rac X c6 khong gian Ry, ham mat do

zdc suat f(x), va ham phan phoi F(x). Khi dé
(i) 0< F(z) < 1, Vo € R;

(i) lim F(x)=0, lim F(z)=1;

T——00 T—+00



(iii) F(x) khong gidm;
(iv) F(z) lién tuc phai;
(v) fla)=P(X =a)=F(a) — lim F(z), a € Rx.

Tr—a~

Dinh 1y tiép theo sé cho ta cach tim ham mat do xac suat ciia bién ngau

nhién rdi rac X néu biét ham phan phdi clia né.

Dinh 1i 3.2.9. Cho bién ngau nhién roi rac X c¢6 ham mat do zdc suat f(x)

va ham phan phoi F(x). Néu X c¢6 khong gian Rx = {x) < 1y < -+ <z, } thi

F[x4]li 1 p—
fixd)
FI:XE]I p—
flx3)
Fix2)
_ f(x2)
Fix1) r
flx1)
0 -

%1 et w3 xd X




Vi du 3.2.10. Cho X ¢6 ham phan phoi

4
0 néuzr < —1

025 néu —1<z<1
F(z)=1¢050 néul<az<3

0.75 néud3<zxr<5h

WV

5.

1 néu z
\

Tim ham mat do xac suat clia bién ngdu nhien X, tinh P(X < 3), P(X = 3),
v P(X < 3).

Vi du tiép theo sé chitng té rang khong c6 tuong ting 1-1 giita cac bién ngau

nhién va ham phan phoi clia ching.

Vi du 3.2.11. Tung mot dong tien can déi dong chat. Goi X 1a s6 lan xdy ra
mit sap, va Y 1a s6 1an x4y ra mat ngita. Khi d6 X va Y ¢6 cling mot ham
phan phdi d6 1a

0 néu z <0

F(r)=405 nbuo<z<l1

1 néu x > 1.

3.3 Ham phan phdi ctia bién ngau nhién lién
tuc

Dinh nghia 3.3.1. Cho bién ngau nhién lién tuc X. Ham s6 f : R — R dugc

goi 1a ham mat do xic suat ctia X néu né thda man hai dieu kién sau



() f() >0, Vr € B;
(i1) jfoo f@)de = 1.

V6i ham mat do dugce dinh nghia nhu trén, ching ta hoan toan c6 thé xac

dinh céac x4c suat lien quan dén X.

Dinh 1i 3.3.2. Cho bién ngau nghién lien tuc X cé ham mdt zdc suat do f(z).

Khi dé vdi moi Q C R,

P(XeQ)= /f(x)dx.
Q

Vi du 3.3.3. Tim ¢ dé ham s6 sau 13 ham mat do xac suat

C

f(l’):m,

r € R,
trong d6 0 € R 1a tham s6 thyc nao do.

Giai. T (ii) trong dinh nghia ham mat do, ta ¢6

+oo “+o0o

C C
/1+(x—9)2x /1—|—t2

—0o0 —00

= carctan z |T2= c(arctan(4o00) — arctan(—oc))

T
:c(§+§):c7r.

1 1 N
Suy ra ¢ = —. V6i ¢ = —, diéu kién (i) trong dinh nghia ciing théa man, va
7r T

ham mat do xac dinh bdi




Néu X c6 ham mat do xac dinh nhu trong vi du trén thi ta néi X c6 phan
pho6i Cauchy véi tham s6 6, va ky hieu X ~ CAU().
Tiép theo, ching ta sé dinh nghia ham phan phdi (tich liy) ctia bién ngau

nhién lién tuc.

Dinh nghia 3.3.4. Cho f(z) 12 ham mat do x4c suat ctia bién ngau nhién

lien tuc X. Ham s6 F : R — R xac dinh béi
Flz)=P(X <z)= /f(t)dt, reR

duge goi 1a ham phan phdi (tich liy) cta X.

Gia tri cia F(x) chinh la dién tich ctia phan hinh giéi han béi do thi cta

f(z) trén khoang (—oo; ).

Curmmulative Distribution Punction of X

0.z
0.25
0.z
ns £y
0.1 Frzd

o.os

Tuong tir nhu truong hop roi rac, ham phan phéi ciia bién ngau nhién lién
tuc cling thda man cac tinh chat (i), (i), (iii) ctia Dinh 17[3.2.8, Ngoai ra, ham

phan phoéi clia bién ngau nhién lién tuc con c6 cac tinh chat sau day.

Dinh 1i 3.3.5. Néu F(z) la ham phan phoi ciia mot bién ngdu nhién lién tuc

thi F(x) la ham lién tuc.
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Dinh 1i 3.3.6. Cho X ¢6 ham mat do xdc sudt f(x) va ham phan phoi F(z).
Khi do

d
() = f(2)
Chiing minh. Ap dung Dinh 1y co ban cia Giai tich. m

Tt Dinh Iy ching ta thay rang ham mat do xac suat ctia mot bién
ngau nhién lién tuc chinh 1a dao ham ctia ham phan phdi ctia n6. Mit khac,
tit Dinh nghia , ching ta thiay rang ham phan phdi cia bién ngau nhién
lien tuc chinh la nguyén ham ctia ham mat do xac suat ctia né. Do do6, dé tim
ham mat do ctia bién ngau nhién lién tuc khi biét ham phan phdi thi ching
ta lay dao ham ctia ham phan phdéi. Ngugc lai, muén tim ham phan phdi cia
bién ngau nhién lién tuc khi biét ham mat do xac suat thi ching ta tim nguyén

ham ctia ham mat do xac suét.
Vi du 3.3.7. Tim ham phan phdi ctia bién ngau nhien X ~ CAU(6).

Gidi. Ta co

T xz—0
1 1 1 1
() / 7r[1—|—(t—9)2]dt / 7r[1—|—y2]dy 7Tarctan(az: 9)+2, T €

]

Vi du 3.3.8. Tim ham mat do x4c suat ctia bién ngau nhién X c¢6 ham phan

phoi nhu sau
1

Pl =1

r e R.

Dinh 1y tiép theo sé cung cap cho ta cach tinh céc xac suat ctia bién ngau

nhién lién tuc néu biét ham phan phdi ctia né.
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Dinh 1i 3.3.9. Cho bién ngdu nhién lien tuc X c6 ham phan phoi F(z). Khi
do
(i) P(X <z)=F(zx), x€R.
(ii)) P(X >x)=1—-F(z), x€R.
(iii) P(X =2) =0, zcR.

(iv) Pla< X <b)=F(b) — F(a), a,beR.

3.4 Cac phan vi ctia bién ngau nhién rdi rac

Dinh nghia 3.4.1. Cho bién ngau nhién roi rac X va mot s6 thue p € (0;1).

Mot phan vi miic 100p ciia phan phdi ciia X 1a gia tri ¢ € R sao cho
P(X <q)<p
P(X <q)>p.

Dinh nghia 3.4.2. Phan vi mic 50 ctia phan phdi ciia mot bién ngau nhién
roi rac X duge goi la gia tri trung vi (hay gia tri median) cia X. Ky hiéu la

MedX.

Trung vi ctia mot bién ngau nhién 1a vi trf phan doi khéi luong xéc suat

trong phan bd xac suat ctia bién ngau nhién do.

Dinh nghia 3.4.3. Cho bién ngau nhién roi rac X c6 khong gian Rx va ham
mat do xac suat f(z). Gia tri yéu vi (con goi la mode) ctia X 1a gié tri x9p € Ry
sao cho

f(xo) = max{f(x)}.

TERx

Ky hisu la ModX.
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Tit dinh nghia trén, ta thiy rang yéu vi cia mot bién ngau nhién 1a vi tri
ma tai d6 khdi luong xac suat tap trung chu yéu. N6i cach khéc, yéu vi la gia
tri ¢6 kha nang nhat ctia bién ngau nhién.

Vi du 3.4.4. Cho bién ngau nhién X c6 Rx = {1,4,6,9} va ham mat do xac

suat f(z) duge xac dinh nhu sau

(
0.2 néuzx=

0.3 néuzxz=
f(x) =403 néux=
0.2 néuzxz=

0 ngoal ra.

Tim phan vi miic 25 cia X, MedX, phan vi mtc 75 cia X, va ModX.

3.5 Cac phan vi cta bién ngau nhién lién tuc
Dinh nghia 3.5.1. Cho bién ngiu nhién lien tuc X v mot s6 thuc p € (0;1).
Mot phan vi mic 100p ctia phan phdi ciia X 13 s6 thiyc g sao cho

P(X <q) <p,

P(X <q) =p

Vi X 1a bién ngdu nhien lien tuc nén néu f(x) la ham mat do xac suat cla

X thi diéu kién trong dinh nghia trén c6 thé viét lai nhu sau
q
[ flx)dz < p,

| @)z > p.
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Tt d6 ching ta nhan dude két qua sau.

Dinh 1i 3.5.2. Cho X ¢6 ham mat do zdc suat f(z) va mot s6 thuc p € (0;1).

Khi dé g € R la phan vi matc 100p ciia phan phoi cia X néu va chi néu

/q f(x)dz = p.

f(x)

Phan vi mtc 25 dude goi 1a tit phan vi thit nhat; phan vi mitc 50 duge goi 1a
tit phan vi thit hai (con goi la trung vi, hay median, ky hiéu 1la Med); phan vi
miic 75 duge goi la tit phan vi thit ba. Ba gia tri nay chia hinh giéi han béi
f(z) va truc hoanh thanh bon phan c6 dién tich déu nhau.
Vi du 3.5.3. Cho X c6 ham mat do xac suat

e néu r < 2

0 ngoai ra.

Khi d6 phan vi mitc 75 (hay phan vi thit ba) ctia X 1a s6 thyc ¢ sao cho

/q f(x)dz = 0.75.
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T dinh nghia ctia ham f(z) suy ra ¢ < 2, va

q

q
0.75 = /f(x)dx = /ez_2dx =ei2

—0o0

Suy raqg=2+1In (Z)

Vi du 3.5.4. Tim phan vi mic 87.5 ciia bién ngau nhién X c6 ham mat do
XAc suat sau day
1

flz) = 56_‘”“"', r €R.

Vi du 3.5.5. Tim phan vi mic 25 ctia bién ngau nhién X ¢6 ham mat do xac

suat véi do thi nhu sau

(a:0.25)

|

Vi du 3.5.6. Bién ngdu nhien X dugc goi 1a ¢6 phan phdi chuan tic, ky hieu
X ~ N(0;1), néu ham mat do xac suit ciia n6 c¢6 dang

1 —
e 2

f@)=—5=e 2
).

Hay tim median cia X ~ N(0;1

r e R.
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Dinh nghia 3.5.7. Yéu vi ( hay mode, ky hi¢u la Mod) ctia bién ngau nhién

lien tuc X 1 gia tri  md ham mat do xac suat cia X dat gia tri cyc dai tai

do.

v 4 i )
Relative Maxirmum

f'[x]//7

mads maode

X

Mode ctia mot bién ngau nhién 1a gia tri c¢6 kha ning nhat ctia X.

Vi du 3.5.8. Cho X ~ CAU(0). Khi d6 dé dang tim dugc ModX = 0.

Vi du 3.5.9. Cho X ¢6 ham mat do

x2e " néuxz >0

fx) =

0 ngoal ra.

Tim ModX.

Bai tap

Bai tap 1. Cho X c6 ham mat do xac suat

. 2
kr neul0<ax<y/—

flz) = k

0 ngoai ra,

. 5
V6i k # 0. Biét riing ModX = \/T_ Tim MedX va P(X < MedX).
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Bai tap 2. Cho X c¢6 ham mat do xac suat

crFtl(1—2)fF nédu0<x<1
fz) =

0 ngoal ra,
véic>0val<k<2 Tim ModX.
Bai tap 3. Cho X c6 ham mat do xac suat

(k+ 1z nétuld<z<l1
fz) =

0 ngoail ra

v6i k 13 mot hing s6. Tim MedX. Tinh xac suat dé X nhan gia tri ndm gitta

t1 phan vi thit nhat va ti phan vi thit ba ctia phan phdi ctia X.
Bai tap 4. Cho X ~ CAU(0). Tim MedX va ModX.

Bai tap 5. Cho X c6 ham mat do xac suat

T
L0 néuz>o0
—e neu r >

flx)=410
0

ngoal ra,
trong d6 # > 0. Tim phan vi mic 10 ctia phan phdi ciia X.

Bai tap 6. Cho X c6 ham mat do xac suat

. x
—e 2 néuzx>=0

flx) =42
0

ngoai ra.

Tim MedX.
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Bai tap 7. Cho X c6 ham mat do xac suat
32

fla)=1 8

0 ngoai ra.

néu 0 <z <2

Tinh xac suat dé X nhan gia tri 16n hon phan vi miic 75 clia phan phdi ctia

P

no.

Bai tap 8. Cho X ¢6 ham phan phoi

.
0 néu r < 2

05 néu2<z<3

0.7 néuld<zer<nm

\1 néu x > 1.

Tim ham mat do xac suat ctia X.

Bai tap 9. Cho X ¢6 ham phan phoi

Tim ham mat do xac suat ctia X.

Bai tap 10. Cho X c¢6 ham phan phdi

Tinh P(0 < e* < 4).
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Bai tap 11. Cho X c6 ham mat do xac suat

0 ngoal ra ,
v6i a > 0. Tinh P(X > ModX).

Bai tap 12. Cho X c6 la bién ngdu nhién lién tuc ¢6 ham phan phdi Fy(z).

Tim ham phan phéi ctia bién ngau nhién ¥ = max(0, —X).

Bai tap 13. Cho X c¢6 ham mat do xac suat

2 .

P neuzr =1,23,...
fla)=13

0 ngoai ra .

Tinh xac suat dé X nhan gia tri chan.

Bai tap 14. Mot cai binh dyng 5 qua béng dude danh s6 tit 1 dén 5. Chon
ngau nhién khong hoan lai 2 qua béng trong binh. Goi X 1a tong cac s6 trén
hai qua béng duge chon. Tim ham mat do xac suat ciia X. Tim MedX. Téng

s6 diém lay dugc bang bao nhiéu la c6 kha nang nhat.

Bai tap 15. Mot cai binh dyng 10 dong xu, trong d6 c6 4 dong gia. Cac dong
xu lan Iugt duge 1ay ra khoéi binh cho dén khi tat ca cac dong gid déu duge tim
thay. Goi X la cic dong xu dudc 1ay ra cho dén khi tim duge dong xu gid dau

tien. Tim ham mat do xac suat cia X, MedX, va ModX.

Bai tap 16. Thoi gian yéu cau mot sinh vien phai hoan thanh bai kiém tra 1

gio (60 phat) 1a bién ngau nhién ¢6 ham mat do xac suat

cx’4+r ntul0<z<l1
f(z) =

0 ngoai ra .
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Tinh xac suat dé mot sinh vien hoan thanh bai kiém tra trudc nita tiéng.

Bai tap 17. Cho f(z) 1a mot ham mat do xac suat ciia mot bién ngau nhién

lien tyc. Chitng minh réng vé6i s6 thiyc p va s6 thic o > 0, ham s6

(%)

ciing 14 mot ham mat do xac suat.
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